Die Maxwellgleichungen

,Es ist fast unmoglich, das Ausmal’ der Leistung von Faraday und Maxwell zu (iberschatzen, die das
Konzept des elektromagnetischen Felds in das menschliche Denken eingebracht haben.”?

Im folgenden Kapitel werden die groBartigen Werke von Michael Faraday (1791-1867) und James Clerk
Maxwell (1831-1879) vorgestellt, die in den vier beriihmten Maxwell’'schen Gleichungen (kurz
Maxwellgleichungen) zur Beschreibung des Elektromagnetismus resultierten. Die Maxwellgleichungen
stellen ein ,Juwel physikalischen Wissens” dar, beschreiben sie doch eine in sich abgeschlossene
Theorie der Physik, die bis heute Giiltigkeit besitzt und Grundlage fiir die Elektronik und Elektrotechnik
des 20. Und 21. Jahrhunderts darstellt.
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Dabei lieferte der 40 Jahre éltere britische Naturforscher Michael Faraday, zu Beginn des 19.
Jahrhunderts die experimentellen Grundlagen, die vom schottischen Physiker James Clerk Maxwell
spater aufgegriffen wurden und in einer umfassenden Theorie mathematisiert wurden. Beiden
Physikern muss der gleiche Stellenwert eingerdaumt werden, da es Faraday, aufgrund mangelnder
mathematischer Fahigkeiten, zwar nicht gelang, die Ergebnisse seiner Experimente zu
mathematisieren, Maxwell im Gegenzug aber ohne Faradays umfassende Experimente, nicht in der
Lage gewesen ware, eine vollstandige Theorie des Elektromagnetismus zu entwickeln.

Faradays herausragendste wissenschaftliche Leistung, ist die Entdeckung der elektromagnetischen
Induktion (siehe Kapitel: Induktionsgesetz nach Faraday). Diese Entdeckung stellt die Grundlage der
heutigen Energieversorgung (abgesehen von Energieversorgung durch Photovoltaik-Anlagen; siehe
Kapitel: Photoelektrischer Effekt) dar, da sie die Umwandlung von kinetischer in elektrische Energie
ermoglicht. Im Gegensatz dazu bestand Maxwells grofSte wissenschaftliche Leistung in der Einfilhrung
der sog. Feldtheorien, also der Beschreibung von elektrischen und magnetischen Phanomenen mit
Hilfe von elektrischen und magnetischen Feldern. Mit Hilfe dieser Theorie war es ihm maoglich, die
Existenz von elektromagnetischen Wellen vorherzusagen, die letztlich vom deutschen Physiker
Heinrich Hertz experimentell nachgewiesen werden konnten (siehe Kapitel: Hertzscher Dipol).
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Maxwells Theorie stellt somit die Grundlage samtlicher heutiger drahtloser Kommunikation (Funk,
Radio, W-Lan, etc.) dar.

Die fiur ein grundlegendes Verstindnis der Maxwellgleichungen erforderlichen mathematischen
Fahigkeiten Uberschreiten die im Mathematikunterricht der gymnasialen Oberstufe behandelten
Themen. Die Maxwellgleichungen und deren Herleitungen werden deshalb im Folgenden zwar
mathematisch korrekt notiert, ihre Bedeutung allerdings eher anschaulich als mathematisch erklart.

Die vier Maxwellgleichungen lassen sich auf zwei Art und Weisen notieren, zum einen in
Integralschreibweise und zum anderen mit Hilfe von sog. Differentialoperatoren:

1. Gaullsches Gesetz fur elektrische Felder
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2. GauBsches Gesetz fiir magnetische Felder
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3. Induktionsgesetz nach Faraday
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Im Folgenden wird nun die Bedeutung der einzelnen Gleichungen und die jeweils zugrunde liegenden
physikalischen Experimente ndher betrachtet. Die Maxwellgleichungen werden in vier (bzw. genauer
finf & ) wesentlichen Merksatzen formuliert.

1. Entdeckung von Coulomb (1785)

,Ruhende elektrische Ladungen sind umgeben von einem divergierenden elektrischen Feld”

Aus dem Kapitel Elektrostatik ist bekannt, dass im Raum um elektrische Ladungen auf andere Ladungen
elektrische Krafte wirken, die bei gleichnamigen Ladungen abstofend und bei ungleichnamigen
Ladungen anziehend wirken. Die Ubertragung dieser Krifte erfolgt durch ein elektrisches Feld, das sich
im Raum um die Ladungen befindet. Die zugehdrigen Feldlinien kdnnen mit Hilfe des Grieskérnchen-
Experiments sichtbar gemacht werden.
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Abbildung 3: Feldlinien um eine Punktladung q Abbildung 4: Grieskdrnchen-Experiment

Etwas allgemeiner kann man formulieren, dass die Flachenladungsdichte o, also die Menge der
elektrischen Ladungen, die pro Flache auf einem Korper gespeichert ist, proportional zur Feldstarke
des elektrischen Feldes ist (siehe Kapitel: Flachenladungsdichte).
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Als Proportionalitatskonstante erhalt man die elektrische Feldkonstante &.

Diese Gleichung kann gut auf das elektrische Feld einer Metallkugel angewendet werden. Auf einer
Metallkugel mit der Oberfliche A = 41 - r? sind die elektrischen Ladungen Q gleichmiRig verteilt. Die
elektrischen Feldlinien zeigen senkrecht zur Kugeloberflache radial nach auRen und man erhilt fir die
elektrische Feldstarke in Abhangigkeit vom Radius die folgende Gleichung:
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Mochte man nun die Kraft berechnen, die im elektrischen Feld der Metallkugel auf eine Probeladung
q wirkt, so erhdlt man das beriihmte Coulombgesetz:
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Die Lage wird jedoch komplexer, wenn man als Oberfliche des Kérpers, auf dem die elektrischen
Ladungen gespeichert sind, keine Kugelform, sondern einen beliebig geformten Koérper annimmt. Die
Proportionalitdt zwischen Flachenladungsdichte und elektrischer Feldstarke gilt in diesem Fall
zunachst nur fir infinitesimal kleine Ladungen dQ, die auf einer infinitesimal kleinen Flache dA
gespeichert sind.
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Umgestellt ergibt sich der Zusammenhang:
1 N
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bzw.
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Neben der Flachenladungsdichte kann fir den Kérper, auf dem die Ladungen gespeichert sind, auch
eine Volumenladungsdichte definiert werden, also die Menge an elektrischen Ladungen, die pro
Volumen auf dem Korper gespeichert sind. Fir diese Volumenladungsdichte p gilt analog zur

Flachenladungsdichte:

bzw.p = —
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Umgestellt ergibt sich fur die Ladung dQ:
dQ=p-dV

Dieser Zusammenhang kann nun in die Gleichung zur Bestimmung der elektrischen Feldstarke
eingesetzt werden:

|E|-dA=i-p-dV
€0

Wenn man nun die Feldstarke berechnen méchte, die im Raum um den beliebig geformten Korper
herrscht, muss diese Gleichung auf beiden Seiten integriert werden. Dabei wird auf der linken Seite
die elektrische Feldstérke tGber die komplette Flache des Korpers integriert (also aufsummiert) und auf
der rechten Seite die Ladungsdichte Gber das komplette Volumen des Korpers integriert.
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Die elektrische Feldkonstante kann aufgrund der Faktorregel vor das Integral geschrieben werden, so
dass man schliefllich die erste Maxwellgleichung erhalt:
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bzw. unter Berlcksichtigung vektorieller Grof3en:
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Diese Gleichung sagt nun aus, dass ein Volumen, in dem elektrische Ladungen mit einer bestimmten
Ladungsdichte gespeichert sind (rechte Seite der Gleichung), umgeben ist von einem elektrischen Feld,
dessen Feldlinien durch die Oberflache des Korpers in den Raum um den Korper zeigen (linke Seite der

Gleichung).



Einfacher ist hier die Schreibweise mit dem Differentialoperator ,Divergenz”, kurz ,div“:
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Eine bestimmte Ladungsdichte p, also elektrische Ladungen in einem bestimmten Volumen, bewirkt
ein divergierendes, also ein nach aullen gerichtetes elektrisches Feld. Die entsprechenden Feldlinien
laufen in diesem Fall ins Unendliche und bilden keine geschlossenen Linien, wie sie zum Beispiel von
magnetischen Felder bekannt sind. Elektrische Felder, werden deshalb auch als Quellenfelder
bezeichnet.

2. Entdeckung von Ampere (1820)

»Magnetische Feldlinien bilden immer geschlossene Linien”

Bereits sehr einfache Experimente mit Permanentmagneten zeigen, dass im Raum um Magnete Krafte
auf andere Magnete wirken, die bei ungleichnamigen Polen (Nord und Sitid) anziehend und bei
gleichnamigen Polen (Nord und Nord, bzw. Siid und Siid) abstoRend wirken. Die Ubertragung dieser
Krafte erfolgt dhnlich wie bei elektrischen Ladungen durch Kraftfelder, in diesem Fall magnetische
Felder. Diese kdonnen sehr einfach mit Hilfe von Eisenfeilspdnen sichtbar gemacht werden. Bei
magnetischen Felder zeigt sich jedoch eine Besonderheit. Im Gegensatz zu elektrischen Feldlinien, die
zwar einen Anfang bei der entsprechenden elektrischen Ladung haben, aber entweder kein Ende
besitzen und ins Unendliche laufen, oder bei einer anderen Ladung mit entgegengesetztem Vorzeichen
enden kdnnen, bilden magnetische Feldlinien immer geschlossene Kurven ohne einen Anfang und ein
Ende.
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Abbildung 5: Feldlinienbild eines Stabmagneten

Auch die hier in der Abbildung vom Nordpol nach auRen gezeichneten Feldlinien verlaufen auRerhalb
des Bildausschnittes wieder zurlick zum Siidpol. Magnetische Felder sind quellenfrei, haben also
keinen Anfangs- und keinen Endpunkt.

Selbst wenn man versucht, den magnetischen Nord- vom magnetischen Stidpol, zum Beispiel durch
Zerbrechen eines Magneten, zu trennen, so gelingt dies nicht, da die einzelnen Teilstiicke erneut jeder
einen Nord- und einen Sldpol besitzen. Es gibt also im Gegensatz zu elektrischen Ladungen keine
magnetischen Monopole (einzelne Pole).




Die zugehorige zweite Maxwellgleichung ist in der Schreibweise mit Differentialoperatoren deshalb
verbliiffend einfach:

divB =0

Diese Gleichung bedeutet, dass ein magnetisches Feld B niemals divergiert, also radial nach auBen ins
Unendliche verlauft. Die , Divergenz” also das , Auseinanderstreben” des magnetischen Feldes ist in
jedem Fall gleich Null, weil alle magnetischen Feldlinien geschlossen sind.

Auch in integraler Schreibweise erhalt man bei magnetischen Feldlinien den Wert Null, wenn man die
magnetische Feldstarke Gber eine geschlossene Flache um den Magneten aufsummiert bzw. integriert.
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Nimmt man als Beispiel die Oberfliche eines Stabmagneten, so kann experimentell beobachtet
werden, dass Feldlinien aus dem Nordpol des Stabmagneten herauszeigen. Die gleiche ,Menge” an
Feldlinien, die aus dem Nordpol herauszeigt, verlduft aber auf der anderen Seite des Magneten, am
Sudpol, wieder in den Magneten hinein und bildet in seinem Innern dann geschlossene Kurven. Jede
Feldlinie, die aus der Oberflache des Magneten herauszeigt, zeigt auf der anderen Seite des Magneten
wieder in ihn hinein. Aufsummiert erhalt man fir die ,,Nettofeldstarke” immer den Wert Null, solange
man eine Flache betrachtet, die den Magneten komplett umgibt.

3. Entdeckung von Faraday (1831)

,Zeitlich veranderliche Magnetfelder sind umgeben von elektrischen Wirbelfeldern”

In der Elektrizitatslehre sind zwei Moglichkeiten bekannt eine elektrische Spannung zu induzieren.
GemaR dem Induktionsgesetz nach Faraday, kann in einem Leiter eine Spannung induziert werden,
wenn sich entweder die vom Magnetfeld durchsetzte Flache oder die Starke des Magnetfelds andert.

U=-n-(A-B+A-B)

Dies zeigt sich in den beiden Teilen des Faradayschen Induktionsgesetzes. In der Technik wird die erste
Moglichkeit bei Generatoren zur Umwandlung von kinetischer in elektrische Energie verwendet. Im
Generator wird eine Spule, der Rotor, in einem konstanten Magnetfeld eines Stators in Drehung
versetzt. Dabei dndert sich bei jeder Umdrehung periodisch die vom Magnetfeld durchsetzte Flache

des Rotors und es wird eine Wechselspannung induziert. Die zweite Méglichkeit, der Anderung des
magnetischen Feldes, wird beispielsweise in Induktionskochfeldern verwendet. Dort wird, durch
hochfrequente periodische Anderungen der magnetischen Feldstdrke einer im Kochfeld verbauten
Erregerspule, im Boden des Kochtopfs eine Wechselspannung induziert, die dort Wirbelstrome
hervorruft, welche wiederum den Kochtopf aufheizen.

Neben diesen bereits im Kapitel ,,Induktionsgesetz” betrachteten Phanomenen beobachtete Faraday
jedoch, dass sich, auch ohne das Vorhandensein eines zweiten Stromkreises oder einer zweiten Spule,
im Raum um periodisch die Richtung andernde magnetische Felder, kreisférmige elektrische Felder
ausbilden, deren Feldlinien geschlossene Kurven bilden.

Dies ist bemerkenswert, da bereits seit Coulomb (siehe erste Maxwellgleichung) bekannt war, dass
elektrische Felder sog. Quellenfelder sind, die sich divergent in den Raum um elektrische Ladungen



ausbreiten. Bei den von Faraday entdeckten Feldern musste es sich also um eine andere Art von
elektrischen Feldern handeln, die als elektrische Wirbelfelder bezeichnet werden.
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Abbildung 6: Elektrisches Wirbelfeld

Im Folgenden wird die dritte Maxwellgleichung zur Beschreibung dieser elektrischer Wirbelfelder
ausgehend vom allgemeinen Induktionsgesetz hergeleitet.

U=-n-(A-B+A-B)

Flr ein sich danderndes magnetisches Feld kann der erste Teil des Induktionsgesetztes gleich Null
gesetzt werden, da sich die vom Magnetfeld durchsetzte Flache nicht dndert (4 = 0). Genauso kann
auf die Windungszahl n verzichtet werden, da in diesem Experiment keine Spannung in einer Spule
induziert wird, sondern lediglich der Raum betrachtet wird, in dem sich das magnetische Feld dndert
In der Abbildung ist dies der Raum zwischen den Polschuhen des Eisenkerns. Es verbleibt also:

U =-A-B

Betrachtet man nun in einem Gedankenexperiment zunachst nur ,eine einzige” magnetische Feldlinie,
so ist die von dieser Feldlinie durchsetzte Flache infinitesimal klein. Dementsprechend wird durch eine
einzige Feldlinie auch nur eine infinitesimal kleine Spannung induziert.

dU, = —dA- B
bzw.
dU, = —B-dA

Da in Faradays Experiment keine Sekundarspule oder dhnliches mehr vorhanden ist, in dem die
Induktionsspannung beispielsweise einen Induktionsstrom antreiben kann, ist mit Induktion hier
lediglich die Entstehung des elektrischen Wirbelfeldes E gemeint.

Fiir die Spannung in homogenen elektrischen Feldern gilt der Zusammenhang U = |E| “d bzw. U =

|§| - 5 (siehe Kapitel: homogene elektrische Felder). Diese Gleichung kann in Faradays Experiment nur
flr infinitesimal kleine Strecken ds angewendet werden, da es sich bei den beobachteten Feldlinien ja
um kreisférmige Kurven handelt. Betrachtet man jedoch nur einen infinitesimal kleinen Teil der
kreisférmigen Feldlinie, so kann in guter Ndherung von einer geraden Teilstrecke ds ausgegangen
werden. Die kreisférmige Feldlinie setzt sich also gewissermallen aus unendlich vielen unendlich



kleinen gerade Teilstlicken zusammen. Mathematisch betrachtet kann man sich einen Kreis als Vieleck
mit n-Ecken vorstellen, bei dem die Anzahl der Ecken gegen unendlich geht. Aus dieser Uberlegung
heraus folgt fir die infinitesimal kleine Induktionsspannung:

du, = |E| - ds
Eingesetzt erhalt man:
|E|-ds = —B-dA

Um nun das elektrische Feld fiir eine komplette kreisférmige Feldlinie zu berechnen, miissen samtliche
infinitesimal kleinen Teilstlicke aufsummiert werden. Dies wird mathematisch durch ein sogenanntes
Umlaufintegral oder Kurvenintegral erreicht, bei dem die elektrische Spannung entlang samtlicher
Teilstiicke des Kreises aufsummiert wird. Im Gegensatz zur linken Seite, der Gleichung in der das
Differential ds von der Strecke abhangt, ist die rechte Seite des Integrals abhangig vom Differential der
Flache dA. Hier wird nicht Umlaufintegral gebildet, sondern die von sdamtlichen magnetischen
Feldlinien durchsetzte Flache aufsummiert, also ein Flachenintegral gebildet.

3€|§|-ds=f_3-d,4

A

Auf der rechten Seite kann das Minuszeichen vor das Integral geschrieben werden. Die Anderung der

magnetischen Feldstadrke kann als Ableitung nach der Zeit % geschrieben werden.

f|§| ds = de dA == d(B) dA
5T dt o dt
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Das Differential dA kann nun in die Klammer der Zeitableitung geschrieben werden, da es nicht von
der Zeit abhangig ist und somit wie ein konstanter Faktor behandelt wird (Faktorregel). Eine genauere
Begriindung erfolgt durch Anwendung der Produktregel:

d(B dA)—d(B) dA + B d(A)—d(B) dA + B O—d(B) dA
dt T dt dt T dt Cdt

Flr das Integral erhalt man also:
f |E| - ds = d (B - dA)
5= dt
A

Im letzten Schritt kann schlieBlich die Reihenfolge von Zeitableitung und Integral vertauscht werden,
da es hier mathematisch keinen Unterschied macht, ob die Ableitung integriert wird, oder das Integral
abgeleitet wird. Man erhalt somit die dritte Maxwellgleichung.

3§|E|-ds=—%j3-d/1
A

bzw. unter Berlicksichtigung der vektoriellen GréRen:
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Diese Gleichung sagt nun aus, dass ein sich zeitlich anderndes Magnetfeld (rechte Seite der Gleichung)
ein kreisformiges elektrisches Feld (linke Seite der Gleichung) hervorruft.

Auch hier ist die Schreibweise der Maxwellgleichung mit Hilfe von Differentialoperatoren einfacher:

tE 08
rotE = ——
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Der Differentialoperator ,,Rotation” kurz ,rot” bedeutet hier, dass es sich um ein Wirbelfeld handelt,
dessen Feldlinien geschlossene, oft kreisférmige, Kurven besitzt. Diese Rotation wird, wie in der
Integralschreibweise durch die Anderung des magnetischen Feldes bewirkt.

4. Entdeckung von Oersted (1820)

,Zeitlich veranderliche elektrische Felder sind umgeben von magnetischen Wirbelfeldern”
und
,Bewegte Ladungen sind umgeben von magnetischen Wirbelfeldern”

Die vierte Maxwellgleichung stellt eine Besonderheit gegeniiber den ersten drei Maxwellgleichungen
dar. Lassen die ersten drei Maxwellgleichungen jeweils nur eine einzige zentrale physikalische Aussage
zu, so kdnnen aus der vierten Maxwellgleichung zwei physikalische Aussagen abgeleitet werden.
Tatsachlich war es historisch so, dass zunachst nur die zweite physikalische Aussage, ,Bewegte
Ladungen sind umgegeben von magnetischen Wirbelfeldern”, vom danischen Physiker Hans Christian
Oersted experimentell beobachtet werden konnte.

Die erste Aussage, dass zeitlich verdnderliche elektrische Felder auch magnetische Wirbelfelder
hervorrufen kénnen, wurde zunachst von Maxwell aufgrund von Symmetriegrinden aus der dritten
Maxwellgleichungen theoretisch vorhergesagt. So ist es physikalisch durchaus sinnvoll anzunehmen,
dass die Aussage ,zeitlich verdnderliche magnetische Felder sind umgeben von elektrischen
Wirbelfeldern” (was Maxwell durch die Experimente von Faraday bereits bekannt war), auch
umgekehrt giiltig ist. Der experimentelle Nachweis dieser Uberlegung gelang allerdings erst Heinrich
Hertz im Jahr 1888 mit Hilfe von Funkeninduktoren, die fiir den Nachweis ausreichend hohe Frequenz
besallen.

Zur Herleitung der vierten Maxwellgleichung werden zunichst nur die experimentellen Uberlegungen
von Oerstedt herangezogen.
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Abbildung 7: Magnetfeld eines geraden Leiters



Fir die magnetische Feldstarke eines gerade Leiters erhdlt man die Gleichung: B = g—;-;. Es ist zu

erkennen, dass die magnetische Feldstarke direkt proportional zur Stromstarke I also zu der Menge an
bewegten Ladungen ist, die das magnetische Wirbelfeld hervorrufen.

Betrachtet man nun keinen geraden Leiter mehr, sondern einen Leiter, der beliebig gebogen sein kann
und eine variable Dicke besitzt, so erhalt man einen sog. Stromschlauch (siehe Abbildung).

Querschnitts-
flache A

Stromschlauch

Stromdichte j

magnetisches Feld B

Abbildung 8: Stromschlauch

Bewegen sich elektrische Ladungen durch diesen Stromschlauch, so lasst sich die Stromstarke der
elektrischen Ladungen mit Hilfe der sog. Stromdichte j bestimmen. Die Stromdichte gibt die Menge an
elektrischen Ladungen an, die pro jeweiliger Querschnittsfliche durch den Stromschlauch flieRen. An
einer diinnen Stelle des Schlauchs ist die Stromdichte entsprechend hoch, da sehr viele elektrische
Ladungen durch einen geringen Querschnitt flieBen miissen. An weiteren Stellen des Schlauchs ist die
Stromdichte entsprechend gering, weil sich der Stromfluss auf eine groRere Flache verteilen kann. Flr
die Stromdichte gilt folglich die Gleichung:

Coodl
)= da

Die Gleichung der Stromdichte kann nun nach der Stromstarke umgestellt werden. Man erhdlt
zunachst die infinitesimal kleine Stromstarke der Ladungen, die durch eine infinitesimal kleine Flache

stromen.
dl =j-dA

Die Stromstdrke samtlicher Ladungen, die durch den Schlauch flieRen, erhdlt man durch
Aufsummieren, also durch Integrieren liber die komplette Querschnittsflaiche des Stromschlauchs:

[ar= j-as
A
I=jjdA

A

Analog zum geraden Leiter ist auch beim Stromschlauch die Stromstdrke proportional zur
magnetischen Feldstarke. Da es sich um Wirbelfelder handelt, kann die gesamte magnetische
Feldstirke berechnet werden, indem man die Feldstiarken Uber den kompletten Kreis integriert
werden. Dies erreicht man erneut durch das Umlaufintegral:



.(fB-ds

Dabei ist das Differential ds wieder ein infinitesimal kleiner Teil der geschlossenen Feldlinie, was im
Falle eines geraden Leiters einem infinitesimal kleinen Teil des Kreisumfangs entsprechen wiirde.

Aufgrund der Proportionalitdt von Stromstarke und Magnetfeld erhalt man den Zusammenhang:

3§B-ds~fj-dA

A

mit der Proportionalitatskonstanten p,

A

Unter Berlicksichtigung der vektoriellen GrofRen erhalt man so den zweiten Teil der vierten Maxwell-
Gleichung:

jgﬁ-dsT:uojf-dﬁ
A

Diese Gleichung sagt also aus, dass ein von elektrischen Ladungen durchflossener ,,Stromschlauch” mit
der Stromdichte j (rechte Seite der Gleichung) von geschlossenen magnetischen Feldlinien (linke Seite
der Gleichung) umgeben ist.

Zum Abschluss wird nun auch noch die erste Aussage der vierten Maxwellgleichung berlicksichtigt,
nach der zeitlich veranderliche elektrische Felder von magnetischen Wirbelfeldern umgeben sind. Die
Herleitung erfolgt hier dhnlich zum Vorgehen Maxwells per Analogieschluss aus der dritten
Maxwellgleichung, die bereits aus dem vorangegangenen Abschnitt bekannt ist:
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Analog soll also gelten:

Beide Gleichungen sind mathematisch &aquivalent und unterscheiden sich nur durch ihre
Proportionalitdtskonstanten. Auf eine mathematische Herleitung wird hier verzichtet.

Es sei jedoch darauf hingewiesen, dass als Alternative zur hier verwendeten Analogie, mathematisch
gezeigt werden kann, dass der obige Term benétigt wird, damit die sog. Kontinuitadtsgleichung fir die
Ladung gilt. Diese Gleichung beschreibt letztlich die Erhaltung der elektrischen Ladung in der
Elektrodynamik und ist neben der Energieerhaltung eine der wichtigsten Grundsatze der Physik.




Fasst man nun beide Teillésungen zusammen so erhalt man schliellich die vollstandige vierte
Maxwellgleichung:

jgﬁ-d§=u0-eo-3fE-dﬁ+uofj-dﬁ
A A
Diese besagt, dass es zwei Moglichkeiten zur Erzeugung von magnetischen Wirbelfeldern gibt. Zum
einen konnen diese durch elektrische Wechselfelder hervorgerufen werden. Zum anderen kénnen
diese durch bewegte elektrische Ladungen hervorgerufen werden. Auch eine Kombination aus beiden
Moglichkeiten ist physikalisch sinnvoll.

Auch die vierte Maxwellgleichung kann mit Hilfe von Differentialoperatoren geschrieben werden:

- OF R
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Analog zur dritten Gleichung beschreibt hier der Rotationsoperator, dass es sich um ein magnetisches
Wirbelfeld handelt, das durch die zeitliche Anderung von elektrischen Feldern oder durch bewegte
elektrische Ladungen hervorgerufen werden kann.

5. Entdeckung von Hertz (1888)

Bei der Betrachtung der dritten und vierten Maxwellgleichungen fallt auf, dass diese mathematisch
vollkommen symmetrisch zueinander sind, wenn kein Leitungsstrom (siehe vierte Maxwellgleichung)
vorhanden ist.

,Elektrische Wechselfelder verursachen magnetische Wechselfelder und umgekehrt.”

Diese Symmetrie ist Grundlage fiir eine der wichtigsten physikalischen und technischen
Errungenschaften der Menschheit, der Nutzung von elektromagnetischen Wellen. Bei
elektromagnetischen Wellen breiten sich aneinander gekoppelte elektrische und magnetische Felder
mit Lichtgeschwindigkeit ¢ aus. Die Lichtgeschwindigkeit kann direkt mit dem Zusammenhang ¢ =

1
die Ausbreitung dieser Wellen ist kein Ather oder ein anderes Medium erforderlich, da sich die
elektrischen und magnetischen Felder selbst aufrechterhalten. Es ist duRerst bemerkenswert, dass
Maxwell dies, ohne das Wissen Uber die Existenz von elektromagnetischen Wellen, theoretisch
vorhersagen konnte. Erst Heinrich Hertz gelang es im Jahr 1888, die von Maxwell vorhergesagten
elektromagnetischen Wellen experimentell nachzuweisen. Auch die Vermutung von Maxwell, dass das
sichtbare Licht als elektromagnetische Welle aufgefasst werden kann, konnte wenige Jahre spater
experimentell von Hertz nachgewiesen werden.

also den Proportionalitdtskonstanten der vierten Maxwellgleichungen berechnet werden. Fir

Die aus den Maxwellgleichungen folgenden Gleichungen zur Beschreibung von elektromagnetischen
Wellen, werden zu Ehren von Maxwell und Hertz ,Maxwell-Hertz-Wellengleichungen” genannt:

0%E 0%E ; 0%B 0%B
—_— En " — un —_— En——
gxz 1% g2 oxz Mo g2
Sie beschreiben die zeitliche Ausbreitung von aneinander gekoppelten elektrischen und magnetischen
Feldern in Form von senkrecht zueinander orientierten Transversalwellen.
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Abbildung 8: Ausbreitung von elektromagnetischen Wellen

Abschlussbemerkung:

James Clerk Maxwell veroffentlichte im Laufe seines Lebens eine Vielzahl an Publikationen und
Biichern. Einige Beispiele sind die Werke , Uber physikalische Kraftlinien“ (1861), ,,Eine dynamische
Theorie des elektromagnetischen Feldes” (1865) und ,Eine Abhandlung Uber Elektrizitdt und
Magnetismus” (1873). Interessanter Weise hat sich Maxwell in seinen Blichern nie genau auf vier
elementare Gleichungen beschrdankt, sondern weit Uber 20 verschiedene Gleichungen zur
Beschreibung des Elektromagnetismus aufgestellt. Erst der englische Physiker und Mathematiker
Oliver Heaviside (und unabhéangig davon auch Heinrich Hertz), Giberarbeitete im Jahr 1884 Maxwells
Gleichungen mit Hilfe des mathematischen Bereichs der Vektoranalysis und formulierte die heute
bekannten vier Maxwellgleichungen, auf deren Grundlage auch Maxwells andere Gleichungen
hergeleitet werden kénnen.

Auch andere berihmte Wissenschaftler, wie der amerikanische Physiker Richard Feynman (1918-
1988) wirdigten Maxwells Arbeit als eine der gréBten Entdeckungen in der Geschichte der
Menschheit, in dem er diese mit dem amerikanischen Birgerkrieg verglich, der nach Feynmanns
Prognose im langfristigen Vergleich mit den Maxwellgleichungen nur eine Randnotiz in der Geschichte
der Menschheit darstellen wird:

"From a long view of the history of mankind, seen from, say, ten thousand years from now, there can
be little doubt that the most significant event of the 19th century will be judged as Maxwell's discovery
of the laws of electrodynamics. The American Civil War will pale into provincial insignificance in
comparison with this important scientific event of the same decade."*
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